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非线性时变时滞不确定关联系统的
分散鲁棒容错控制

陈　宁 ,　徐兆棣
(沈阳师范大学 数学与系统科学学院 ,辽宁 沈阳 110034)

摘　要 : 针对一类系统状态、关联项和控制输入均含有时变时滞以及系统带有非线性扰动的

不确定关联系统 ,研究其分散鲁棒容错控制问题.通过构造适当的 Lyapunov函数 ,运用线性矩阵不

等式 (LM Is)的方法 ,给出了系统分散鲁棒容错控制的充分条件 ,以及在此条件下的分散状态反馈

控制律 ,它对执行器发生故障时具有完整性.然后求解一个具有 LM Is约束的凸优化问题 ,作为设计

具有尽可能小反馈增益的分散鲁棒容错控制律的系统化方法 ,从而得到更符合实际的分散鲁棒容

错控制律.
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1　引　言

随着对控制系统可靠性和安全性要求的提高 ,

容错控制系统的研究得到了广泛的重视 ,而作为容

错控制有利手段的完整性设计也得到了越来越深入

的研究.另一方面 ,由于时滞不确定系统更接近实际

系统 ,且时滞和不确定性的存在经常是许多物理系

统不稳定的原因 ,因此时滞不确定系统的容错控制

问题具有较强的实际背景 ;而关联系统的分散鲁棒

控制不仅可以在理论上简化复杂问题 ,而且实现起

来也经济可靠 ,因此对时滞不确定关联系统的分散



鲁棒容错控制问题的研究在理论上和实践中都有重

大意义.
[ 1 - 9 ]

在实际系统中 ,由于环境变化等因素引起的不

确定项常具有数值界的表达形式 ,可表示为 |Δ | <

E,即矩阵Δ中每个元素的绝对值小于矩阵 E中的

相应元素 ,其中 E为非负元素的实常阵 ,文 [ 10 ]就

基于这种不确定项的数值界表达形式 ,这种形式不

需要满足匹配条件 ,因而更具有实际意义和一般性 ,

但文 [ 10 ]只研究了关联项带有时变时滞的不确定

关联系统的分散鲁棒容错控制.本文在文 [ 10 ]的基

础上研究一类更广泛的非线性时变时滞不确定关联

系统的分散鲁棒容错控制问题 ,所研究的系统不仅

关联项具有时变时滞 ,而且系统状态和控制输入均

具有时变时滞 ,以及系统具有非线性扰动.利用线性

矩阵不等式的方法 ,给出了系统可分散鲁棒容错控

制的充分条件 ,同时对执行器发生故障时具有完整

性.最后提出一种使反馈增益尽可能小的分散鲁棒

容错控制律的设计方法.

2　问题描述与引理

考虑一类由 N个子系统构成的非线性时变时

滞不确定关联系统 :

x
·

i ( t) = [A i +ΔA i ( t) ] xi ( t) + [A iσ i
+ΔA iσ i

( t) ] ×

xi ( t -σi ( t) ) + [B i +ΔB i ( t) ]u i ( t) +

[B iδi
+ΔB iδi

( t) ] u i ( t -δi ( t) ) +

Hi fi ( xi ( t) ) +∑
N

j =1
[A ij +ΔA ij ( t) ] ×

xj ( t -τij ( t) )

　xi ( t) =φi ( t) , t∈[ t0 - h, t0 ], i = 1, 2, ⋯, N (1)

其中 : xi ( t)∈Rn i和 u i ( t)∈Rm i分别是第 i个子系统

在时刻 t的状态向量和控制输入向量 ; A i , A iσ i
, B i ,

B iδi
, H i和 A ij是具有适当维数的常值矩阵 ;φi ( t)是

连续的向量初值函数 ;ΔA i ( t) ,ΔA iσ i
( t) ,ΔB i ( t) ,

ΔB iδi
( t)和ΔA ij ( t)是不确定的连续函数矩阵 ,它们

有如下的数值界 :

　 |ΔA i ( t) | < C i , |ΔA iσ i
( t) | <D i , |ΔB i ( t) | < E i ,

|ΔB iδi
( t) | < F i , |ΔA ij ( t) | <M ij

i, j = 1, 2, ⋯, N (2)

其中 , C i , D i , E i , F i , M ij是具有非负元素的实常阵 ,

并分别与 ΔA i ( t) ,ΔA iσ i
( t) ,ΔB i ( t) ,ΔB iδi

( t)和

ΔA ij ( t)同维. |Δ | <珔Δ的含义是 | eij | < eij , eij和 eij分别

是矩阵Δ和 珔Δ的第 ij个对应元素 ;σi ( t) ,δi ( t)和

τij ( t)是系统的滞后时间 ,满足 :

0≤σi ( t)≤gi0 < +∞, 　0≤Ûσi ( t)≤gi < 1,

0≤δi ( t)≤fi0 < +∞, 　0≤Ûδi ( t)≤fi < 1

0≤τij ( t) ≤hi0 < +∞, 　0≤Ûτij ( t)≤hi < 1

h = m ax
1≤i≤N

{ gi0 , fi0 , hi0 } , i, j = 1, 2, ⋯, N (3)

fi ( xi ( t) )是第 i个子系统的未知非线性项 ,满足下

面的有界性条件

‖fi ( xi ( t) )‖≤‖Gi xi ( t)‖ (4)

对系统 (1)采用如下无记忆分散状态反馈控制器

u i ( t) = Ki xi ( t) (5)

考虑到系统中的执行器可能发生故障 ,引入表示执

行器的开关矩阵 L,其形式为 :

L il = diag ( li1 , li2 , ⋯, lin i
)

其中 , lij =
1, 　第 i个执行器正常

0, 　第 j个执行器失效

lij不全为零
[ 10 ]

.

这时 ,含有执行器故障的闭环系统可写为 :

x· i ( t) = [A i +B iL ij Ki +ΔA i ( t) +ΔB i ( t) L ij K ] ×

xi ( t) + [A iσ i
+ΔA iσ i

( t) ] xi ( t -σi ( t) ) +

[B iδi
L ij Ki +ΔB iδi

( t) L ij Ki ]xi ( t -δi ( t) ) +

Hi fi ( xi ( t) ) + ∑
N

j =1
[A ij +ΔA ij ( t) ] ×

xj ( t -τij ( t) ) (6)

引理 1[ 11 ]　设 X和 Y是具有适当维数的向量

或矩阵 ,则对任意正数α > 0有 X
T

Y + Y
T
X≤αX

T
X

+α- 1
Y

T
Y.

引理 2[ 9 ]　若 n ×m矩阵ΔV满足 |ΔV | <U ,则

Ω (U )≥ΔVΔV
T
,Γ (U )≥ΔV

TΔV ,

Ω (U ) =
‖UU

T‖In×n ,‖UU
T‖In×n < n·diag (UU

T )

n·diag (UU
T ) ,其他

Γ (U ) =
‖U

T
U‖Im ×m ,‖U

T
U‖Im ×m <m·diag(U

T
U )

m·diag(U
T
U ) ,其他

其中 : In×n表示 n阶单位方阵 , Im ×m表示 m阶单位方

阵 , diag (M ) = diag (m 11 , m 22 , ⋯, m nn ) , M = (m ij )为

n阶对称阵.

注 1　引理 2中提到的矩阵范数 ‖L‖均定义

为 L的最大奇异值.

3　主要结果

定理 1　若系统 (1)满足约束条件 ( 2 ) ～ ( 4) ,

并且存在正定矩阵 Xi和矩阵 Yi ,正常数αi ,βi ,γi ,

εi ,使得下面的 LM Is:
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Π Φ

ΦT Ξ
< 0 (7)

成立 ,则存在无记忆分散状态反馈控制律 u i ( t) =

Yi X
- 1
i xi ( t)镇定系统 (1) ,且对执行器发生故障具有

完整性.

其中 :Π = A i Xi + XiA i
T

+αiB iB
T
i + (1 +βi ) I +

γiΩ ( E i ) +A iσ i
A iσ i

T
+B iδi

B iδi

T
+Ω ( F i ) +

εi Hi H
T
i +∑

N

j =1

[A ijA
T
ij +Ω (M ij ) ]

Φ = [ Y
T
i 　Y

T
i 　Y

T
i 　Xi (Γ (C i )

1
2 ) T　Xi (R

1
2
i1 ) T

Xi G
T
i 　Xi (R

1
2
i2 ) T

]

Ξ = blockdiag[ -αi I　 -γi I　 - 015 (1 - fi ) I　

-βi I　 - (1 - gi ) I　 -εi I　 - I ]

R i1 = I +Γ (D i ) , 　R i2 =
2N

1 - hi

I

证明 :考虑如下 Lyapunov函数

V ( xi ( t) ) = ∑
N

i =1
[ x

T
i ( t) P i xi ( t) +

1
1 - gi

×

∫
t

t -σ i( t)
x

T
i ( s) R i1 xi ( s) ds +

2
1 - fi
∫

t

t -δi( t)
x

T
i ( s) K

T
i Ki xi ( s) ds +

2
1 - hi
∑
N

j =1 ∫
t

t -τij( t)
x

T
j ( s) xj ( s) ds ]

其中 : P i 为正定矩阵 , R i1 = I +Γ (D i ) , 显然

V ( xi ( t) )正定.

V ( xi ( t) )沿闭环系统 ( 6 )轨迹对时间的导

数为 :

ÛV ( xi ( t) ) ∑
N

i =1
x

T
i ( t) P iA i + A

T
i P i + P iB iL ij Ki +

K
T
i L

T
ij B

T
i P i + P iΔA i ( t) +ΔA

T
i ( t) P +

P iΔB i ( t) L ij Ki + K
T
i L

T
ijΔB

T
i ( t) P i +

1
1 - gi

R i +
2

1 - fi

K
T
i Ki xi ( t) +

2x
T
i ( t) Pi [A iσi

+ΔA iσi
( t) ]xi ( t -σi ( t) ) +

2x
T
i ( t) P i [B iδi

L ij Ki +ΔB iδi
( t) L ij Ki ]xi ×

( t -δi ( t) ) + 2x
T
i ( t) P i Hi fi ( xi ( t) ) +

2x
T
i ( t) Pi∑

N

j =1
[Aij +ΔA ij ( t) ]xj ( t -τij ( t) ) -

1 -σ
·

i ( t)

1 - gi

x
T
i ( t -σi ( t) ) Ri1 xi ( t -σi ( t) ) -

2
[ 1 -δ
·

i ( t) ]

1 - fi

x
T
i ( t - δi ( t) ) K

T
i Ki xi ( t -

δi ( t) ) +
2

1 - hi
∑
N

j =1
x

T
j ( t) xj ( t) -

2 [ 1 -τ
·

ij ( t) ]

1 - hi
∑
N

j =1
x

T
j ( t -τij ( t) ) ×

xj ( t -τij ( t) ) (8)

由引理 1和引理 2得 :

　P iB iL ij Ki + K
T
i L

T
ij B

T
i P i≤αi P iB iB

T
i P i +α- 1

i K
T
i Ki

(9)

　P iΔA i ( t) +ΔA
T
i ( t) P≤βi P i P i +β- 1

i Γ (C i ) (10)

　　 P iΔB i ( t) L ij Ki + KL
T
ijΔB

T
i ( t) P i≤

　　　　γi P iΩ ( E i ) P i +γ- 1
i K

T
i Ki (11)

　2x
T
i ( t) P i [A iσ i

+ΔA iσ i
( t) ]xi ( t -σi ( t) )≤

x
T
i ( t) ( P iA iσ i

A
T
iσ i

P i + P i P i ) xi ( t) +

x
T
i ( t -σi ( t) ) [ I +Γ (D i ) ] ×

xi ( t -σi ( t) ) (12)

2x
T
i ( t) P i [B iδi

L ij Ki +ΔB iδi
( t) L ij Ki ] xi ( t -δi ( t) )≤

x
T
i ( t) [ P iB iδi

B
T
iδi

P i + P iΩ ( F i ) P i ]xi ( t) +

2x
T
i ( t -δi ( t) ) K

T
i Ki xi ( t -δi ( t) ) (13)

　2x
T
i ( t) P i Hi fi ( xi ( t) )≤εi x

T
i ( t) P i H i H

T
i P i xi ( t) +

ε- 1
i x

T
i ( t) G

T
i G i xi ( t) (14)

　 2x
T
i ( t) P i∑

N

j =1
[A ij +ΔA ij ( t) ] xj ( t -τij ( t) ) ≤

x
T
i ( t) P i∑

N

j =1
[A ijA

T
ij +Ω (M ij ) ] P i xi ( t) +

2x
T
j ( t -τij ( t) ) xj ( t -τij ( t) ) (15)

将式 (9)～ (15)代入式 (8) ,由式 (3)知 :

ÛV ( xi ( t) ) ≤∑
N

i =1
x

T
i ( t) { P iA i +A

T
i P i +αi P iB iB

T
i P i +

α- 1
i +γ- 1

i +
2

1 - fi

K
T
i Ki + (1 +βi ) ×

P i P i +β- 1
i Γ (C i ) +γi P iΩ ( E i ) P i +

1
1 - gi

R i1 + P iA iσ i
A

T
iσ i

P i + P iB iδi
B

T
iδi

P i +

P iΩ ( F i ) P +εi P i Hi H
T
i P i +ε- 1

i G
T
i Gi +

P i∑
N

j =1
[A ijA

T
ij +Ω (M ij ) ] P i + R i2 } xi ( t)

其中 R i2 =
2N

1 - hi

I.

由 Lyapunov稳定性理论知 ,如果不等式

　 P iA i +A
T
i P i +αi P iB iB

T
i P i + α- 1

i +γ- 1
i +

2
1 - fi

×

K
T
i Ki + (1 +βi ) P i P i +β- 1

i Γ (C i ) +

γi P iΩ ( E i ) P i +
1

1 - gi

R i1 + P iA iσ i
A

T
iσ i

P i +

P iB iδi
B

T
iδi

P i + P iΩ ( F i ) P +εi P i H i H
T
i P +
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ε- 1
i G

T
i G i + P i∑

N

j =1
[A ijA

T
ij +Ω (M ij ) ] ×

P i + R i2 < 0 (16)

把式 (16)左右两边同时乘以 P
- 1
i ,记 Xi = P

- 1
i ,

Yi = Ki Xi ,则得 :

A i Xi + XiA i
T +αiB iB

T
i + α- 1

i +γ- 1
i +

2
1 - fi

Y
T
i Yi +

(1 +βi ) I +β- 1
i XiΓ (C i ) Xi +γiΩ ( E i ) +

1
1 - gi

Xi R i1 Xi +A iσ i
A

T
iσ i

+B iδi
B

T
iδi

+Ω ( F i ) +

εi H i H
T
i +ε- 1

i Xi G
T
i G i Xi + P i∑

N

j = 1
[A ijA

T
ij +

Ω (M ij ) ] P i + R i2 < 0 (17)

则 ÛV ( xi ( t) ) < 0,因此存在正定对称解 P i ,系统

(1)可状态反馈镇定.

由 Schur补引理知式 (17)等价于 LM Is:式 ( 7) ,

于是定理 1得证.

注 2　定理 1给出了系统 ( 1)分散鲁棒容错控

制的一个充分条件 ,但所得的反馈增益难以保证尽

可能小.在实际工程应用中 ,为了保证系统良好的动

态性能和抑制测量噪声 ,常采用具有较小反馈增益

的控制律 [ 7 ]
.

注 3　为求较小反馈增益矩阵 ,考虑凸优化

问题

m in ∑
N

i =1

(λi +ηi ) ,λi > 0,ηi > 0

约束条件为 LM I式 (7)及下式

-λi I Y
T
i

Yi - I
< 0,

Xi I

I ηi I
> 0 (18)

有解 ,则可保证系统 (1)具有较小的反馈增益

Ki = Yi X
- 1
i .

证 :由初等变化易知式 (18)等价于下式

Y
T
I Yi <λi I, X

- 1
i <ηi I

其中λi > 0,ηi > 0.由于 Ki = Yi X
- 1
i 则

K
T
i Ki = X

- 1
i Y

T
i Yi X

- 1
i <λiη

2
i I

因此可以通过使λi ,ηi的极小化来保证分散控

制律具有较小的反馈增益 ,这样 ,可以建立一个凸优

化问题

m in ∑
N

i =1

(λi +ηi ) ,λi > 0,ηi > 0

约束条件为式 (7)和 (18) .

只要此凸优化问题有解 ,便可以保证系统 ( 1 )

的反馈增益足够小.

注 4　注 3中的凸优化问题具有一组 LM Is约

束 ,可以应用 MATLAB的 LM I软件的 m incx命令来

求解 ,它提出了一种设计具有较小反馈增益的分散

鲁棒容错控制律的系统化方法 ,克服了现有方法中

靠盲目试凑参数来寻找具有较小反馈增益的分散鲁

棒容错控制律的缺陷.

4　结　论

本文研究了更广泛的一类非线性时变时滞不确

定关联系统的分散鲁棒容错控制问题.运用 LM I的

方法给出了一种对执行器发生故障时具有完整性的

鲁棒容错控制律的设计方法. 最后求解一组具有

LM Is约束的凸优化问题 ,作为设计具有尽可能小反

馈增益的分散鲁棒容错控制律的系统化方法.

5　例　子

考虑非线性时变时滞不确定关联系统 ( 1 ) ,

其中

A1 =
- 1117　 115

　 2. 1 - 1514
, A1σ1

=
- 0122　0109

- 0110 - 0103
,

B 1 =
511 011

011 315
, 　　B 1δ1 =

418 013

013 219
,

H1 =
011 012

013 012
, 　　G1 =

013 012

011 013
,

A12 =
　0102 - 0122

- 0101 - 0103
,ΔA1 ( t) =

0102 0104

0103 0102
cost,

ΔB1 ( t) =
- 0101

　0101
cost,ΔB 1δ1

( t) =
　0101

- 0101
cost,

ΔA1σ1
( t) =

- 0101 　0101

　0102 - 0101
sin t,

ΔA12 ( t) =
0101 - 0101 - 0101

0101 - 0101 　0101
cost,

A2 =

- 12. 0 　 613 012

　 612 - 16. 0 2. 0

　 3. 0 　 013 　21

,

A2σ2
=

- 011 0109 011

011 - 011 011

- 0122 - 0109 011

,

B 2 =

- 1 - 1 0

- 311 - 1 0

　119 618 0

, B 2δ2 =

- 1 　112 015

- 211 - 018 012

　117 　515 0

,

H2 =

011 0 012

012 011 011

0 0 013

, G2 =

0140 0 0101

0 013 0

0101 0 0150

,
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A21 =

- 0107 - 0102 0

- 0106 　0101 0

　0104 - 0103 0

,

ΔA2 ( t) =

　0128 0101 - 0106

- 0104 0104 　0103

- 0104 0102 　0104

sin t,

ΔB 2 ( t) =

　0105 　0101

- 012 　0101

　0112 - 0101

sin t,

ΔB 2δ2
( t) =

- 0101 　0102

　0105 - 0101

　0125 　0105

sin t

ΔA2σ2
( t) =

- 0101 　0101 - 0101

- 0102 　0101 　0102

　0102 - 0103 - 0101

cost,

ΔA21 ( t) =

- 0101 　0101

- 0101 - 0101

　0101 - 0101

sin t,

f1 ( x1 ( t) ) =
0101cosx1

0101cosx2

, f2 ( x2 ( t) ) =

0101 sinx1

0101 sinx2

0101 sinx3

σ1 = 0105 + 0105cos( t) ,σ2 = 0104 + 0104 sin ( t) ,

δ1 ( t) = 0102 + 0102cos( t) ,

δ2 ( t) = 0103 + 0103 sin ( t) ,

τ12 = 0102 + 0102 sin ( t) ,τ21 = 0101 + 0101cos( t) ,

α1 = 011,β1 = 011,γ1 = 012,ε1 = 012,

α2 = 011,β2 = 011,γ2 = 012,ε2 = 013,

g1 = 011, f1 = 012, h1 = 011,

g2 = 012, f2 = 011, , h2 = 011,

根据式 (7)解得 :

X1 =
01248 3 01034 9

01034 9 01139 0
,

Y1 =
- 01733 1 　01002 0

　01002 0 - 01147 1
,

X2 =

　01126 6 　01066 5 - 01016 1

　01066 5 　01119 7 - 01021 5

- 01016 1 - 01021 5 　01165 7

,

Y2 =

- 01171 1 0 　 0 　

0 　 - 01171 1 0 　

0 　 0 　 - 01171 1
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